VC23NB — Variaveis complexas — 2018.1

10.

11.

12.

Lista de exercicios: fungoes complexas

. Verifique que:

(a) |€¥] =1 (b) €l = e~

Deduza as formulas de Fuler:

e 4 =i ol _ =it

(a) cosf = 5 (b) sinf = 5

Mostre que:

(a) 14 cos(@) + cos(20) + - - - 4 cos(nb) = % + —Sing[gn—i(_;))e]
1

(b) sin(@) + sin(260) + - - - + sin(nd) = 252

(cos(4) — cos[(n + 1)6])

. Represente graficamente os conjuntos dados:

(a) Re z< —3 (d) |z+1] <2 (9) Re (l><l

) Im 2> 1 (e) z—1+i| <3 z) 4

(c) |z —2i| > 2 (f) 1<]z+1-2i| <2 (h) Re 2> >0

Identifique o conjunto de pontos que satisfaz |z —2| = |z — 3i| e represente-o graficamente.

Determine as partes real e imaginaria das fungoes dadas:

a P 222— P _Z—4i _2—32'5 d) w=e¢e*(z—1
(a) f(2) 5 0 fe)=——5 () w="7 (d) (z—1)

Determine o dominio maximo de definicao das func¢oes dadas:

a z:,;_ _Z _Imz _Z2+(2_1)3
@ &) = =5y 0) f(2) = 55— — () v = " T cosy
Calcule lim E

z—0 2

Sendo a e b niimeros complexos constantes, mostre que:

(a) lim(az+b) =az+b (b) lim (a2® + bz +c) = azj + bz + ¢

Z—r20 Z—Z20

Mostre que lim az" = azj, sendo a uma constante complexa e n um inteiro positivo.
Z—20

Calcule os limites indicados:

23— 927 o) 1 2% —8i C V1+h-1

zi@% z+ 2 (c) flg% h

1.
(a) Zlin’i y — 3

Mostre que a fun¢do w = 1/z é continua em todo ponto z # 0.
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Mostre que se lim f(z) = L entao lim |f(2)| = |L|.
Z—20

Z—20

Mostre que se f(z) — 0 com z — zy e g(z) é limitada numa vizinhanca de z, entao
f(z)g(z) — 0 com z — 2.

Calcule as derivadas das funcoes abaixo

@ fE)=1=2ait ) f() = =0 () fe) =2 2

1 ar 1 —1)"n!
Mostre que a derivada de ordem n da funcao f(z) = 2 6 fM(z) = T ( anln :

Mostre que um polindomio de grau n > 1, p(z) = ag + a1z + az2*> + - - - + a,2" com a,, # 0,
é uma fungao inteira com derivada p'(z) = a; + 2a2z + - - - +na, 2" e que os coeficientes

(0 an (n) 0
podem ser escritos como ag = p(0), a; = 1#, ay = p2(' ), ey = p f )
) z2+z Z2—Z )
Lembrando que de z = x + iy tem-se z = ey = ,se f(z) =u(z,y) +iv(x,y)

2 21
entao, pela regra da cadeia, tem-se a—{ Ou 9 _ 8u8_x 8u@+i @a_f + @8_% )
Ox 0z 0Oy o0z

02 0z o7 0wz 0yoz

Mostre que as equagoes de Cauchy-Riemann sao equivalentes a a—J_C = 0. Isto diz que uma
Z

funcao analitica nao depende de Z.

Use as equagoes de Cauchy-Riemann para verificar quais fungées w = f(z) s@o analiticas

. - . w
e em que dominio. Em caso positivo, calcule a derivada P f(2).
z

(a) w=23 () w= (e +e¥Y)sinx+ (¢ —e Y)cosx
(b) w=¢€* (f) w=eY(cosz +isinx)
(c) w=7= (9) w=e"Y(cosz +isinz)
(d) w=1/z (h) w = /z=+/r[cos(0/2) + isin (6/2)]

(a) f(2) = 3w 4y +i(3y — ) (e) f(z) =y +iy
(b) f(z) =sinzcoshy + icosxsinhy (a2
(¢) f(z) = ¢ ¥sine — ie ¥ cosz () f(2) =22y +i(a* =)
(@) () = (2~ 2 (9) £(z) = eves

Dada a fungdo w = 2% = u + iv, faga o grafico das curvas das familias u(z,y) = ¢; e
v(x,y) = ¢, para diferentes valores das constantes ¢; e ¢, € observe que essas curvas se
cruzam em um angulo reto.

~ ™ . ~
Mostre que os zeros de cos z sdo z = (2n + 1)5 e que os zeros de sin z sao z = nm, com
n € 7.

Verifique que cos z e sin z sao fungoes periddicas com periodo 27.
Verifique que cosh z e sinh 2z sao fungoes periédicas com periodo 2.

Verifique que sintz = ¢sinh z e cosiz = cosh z.
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Logaritmo: para 0 # 2z = re?, o logaritmo do nimero complexo z é log z = Inr + 6.

Verifique que para n € Z:

_ - 1
(a) loge =1+ i2mn (b) logi = <2n + 5) i
Fungao logaritmica: dado 0 # z = 7e? comr = |2| >0 e a < 0 < a+27 (sendo a € R
um numero qualquer), a funcao log z é definida por
log z = Inr + 6.
Valor principal: em particular, quando o = —7 temos —7m < 0 < 7w e

Logz = Inr + 6.
Verifique que:

, . , 1 U
(a) Log(—ei) =1~ i (b) Log(1—i) = 5 In2~ i

Verifique que:

(a) Log(1+1)? =2 Log(1 + 1) (b) Log(—1+1i)* # 2 Log(1 + 1)
Verifique que:

9
(a) log(i?) =2 logi quando g <0< Zﬁ (aqui a = %)
3 11 3
(b) log(i?) # 2 logi quando Zﬂ <0< Tﬂ (aqui o = Z)

d 1
Verifique que = logz=— (paraa <6< a+2m).
z z



